Name: Klasse: Datum:
LGS Einflihrung und Determinantenverfahren Werner-von-Siemens-Schule Herleitung mit Musterlésungen

Lineare Gleichungssysteme

Einleitung mit Voriiberlegungen

Zunachst wird ein 2x2 LGS1) betrachtet. Das heiBt es besteht das Problem zwei Unabhdngige
(Variablen) so zu bestimmen, dass sie eindeutig sind. Dazu muss pro Variable eine Bedingung
vorhanden sein. Eine Bedingung wird in Form einer Gleichung dargestellt.

Beispiel:
x+y =3
x-y =1

Diese Gleichungen lassen sich mittels verschiedener Verfahren2) auflésen, so dass die
Variablen x und y eindeutig bestimmt werden.

Im obigen Beispiel lasst sich sehr leicht das Additionsverfahren anwenden, um x zu isolieren.

x+y =3
x-y =1 |+
x+y =3
2 X =4

:x:2:>y:1:>L:(2; 1)

Die gréBte Schwierigkeit ist es die beste Lésungsvariante flir ein neues LGS zu finden und im
Anschluss anzuwenden. Wesentlich sinnvoller ist es die Losungsschritte einmal allgemein
vorzunehmen und im Anschluss das Ergebnis als eine Formel festzuhalten. Hierdurch spart
man die immer gleiche Arbeit der Losung und lauft dariberhinaus nicht Gefahr das ,falsche
Verfahren™ angewendet zu haben.

Um den Aufwand zur L8sung zu reduzieren, erarbeiten wir EINE allgemeine L8sung eines
2x2LGS, statt jedes flir sich neu umzuformen:

Damit die allgemeine Losung spater einfach anwendbar ist, ist es notwendig eine einheitliche
Ausgangsbasis zu schaffen. Es wird die allgemeine Schreibweise eines 2x2 LGS gewahlt:

a; X, * a5 X, =k

@y X, + apX, =k,
Dabei werden die Zeilen durch die erste Position im Index gekennzeichnet und die Spalte
(gleichbedeutend mit der Variable). Beispiel: a,, =zweite Zeile und erste Spalte

Die rechte Seite der Gleichungen enthalt keine Variablen, somit ausschlieBlich Zahlen also
Konstanten. Sollte eine Gleichung nicht diesem System entsprechen, so ist sie zunachst
umzuformen.

Nun wird versucht beide Gleichungen mit geeigneten Werten so zu multiplizieren, dass die auf
entstehenden Gleichungen das Additionsverfahren angewendet werden kann. Im Folgenden

wird versucht, die Variable X, aus der zweiten Gleichung zu eleminieren.
a, X, =k; [-—ay

Lt ay X, =k, |-a;

—a,,d,,'X, — a,,a,-X, =-—k,a, |+zweite Zeile
441851 X4 8,855 X, :kzan

x, fallt weg und die folgende Gleichung bleibt erhalten
= Xz'(au dy—dyp 621):k2 a;, - k1 ay
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Damit ergibt sich folgende Lésung fir X,

k,a,,—a, k k.a,—a, k
>x,=— 2L 1 Firx,gilt analog: =x,=—122 122
8,18, d,dy a,,8,,—48,,3d,

Nun kann man bei einem Vergleich der Nenner und Zéhler der beiden Briiche feststellen, dass
diese sehr leicht mit einer Regel gebildet werden kénnen.

a a
_ |91 91| _ _
-» D= =da,,8,,—d,, 8y

aZl 22

Der Nenner errechnet sich, in dem jeweils in Pfeilrichtung das Produkt gebildet wird un die
beiden Produkte von einander subtrahiert werden @ - @ der Nenner wird Hauptdeterminante
D genannt.

Damit lasst sich nun die Cramer'sche Regel zum Ldsen von 2x2 LGS wie folgt formulieren:

kl a1z ayy kl

X1:DX1: kz a,, _ klazz—alzkz und XZIDXZI a,y k2 _ kzall_a21k1
ay; @y 91927919 D la,, a,| 91193,3y
8y dp da,; da,

Betrachtung zur Lésbarkeit von LGS
Beispiel 1: D=0
Nach Ermittlung der Determinaten ergibt sich:

D=2 D, =0 und D, ,=4

also
0
x,=—=0
)
4
X,=—=2
2

Da x,;=0 eine gultige Lésung ist, ist das LGS immer eindeutig |6sbar, so bald D=0 ist.
Beispiel 2: D=0
Nach Ermittlung der Determinaten ergibt sich:

D=0 D,,=0und D ,=4

also
0
X1:6:0
XZ:% WIDERSPRUCH nicht erlaubt

In beiden Formel wird dann der Nenner zu Null. Wobei eine ,l6sbar" und die andere ,nicht
|6sbar" ist

Wenn als D= 0 und dariiberhinaus D,; oder D,, ungleich Null ist, dann misste eine
Zahl durch Null dividiert werden, was eine unglltige Operation darstelit.

Wenn hingegen D = 0 und auch die beiden anderen Determinanten D,,=D,,=0 gleich
Null sind, dann ist das LGS lésbar und zwar mit unendlich vielen Lésungen.
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Musterlosungen zu 2x2 LGS mit Cramer’'scher Regel:
Beispiel 1: Eindeutig Iosbar D=0

2Xx - 3y =1
-3x + 4y =-=-2
2 -3
D= =24 (=3)]=8-9=-1
3 J (=3)-(-3))=8-9
1 -3
D = =1-4—((-3)(-2)|=4-6=-2
L Fraciena)
| 2 1) _ |
Dy—‘_3 _2‘_2(—2)—(1-(—3)} —4+3=—
D, _
:>X:—X:—2:2
D -1
D, -1
:—y:—:]_
“YTp T4

Probe:2-2-3-1=4-3=1
und: —-3-2+4:-1=-6+4=-2

={(2;1)]
Beispiel 2: Nicht Il6sbar D=0undD, bzw.D #0
3x - 2y =-1
-6x + 4y =-2
p=| 3 “2|=3.4-((-2)-(-6))=12-12=0
-6 4
-1 -2
D.= =-1.4-((-2)-(-2))=-4-4=-8%0
=3 4‘ (-2)-(-2)]

= D=0 und D, #0= nicht I6sbar

Beweis: GL2 durch -2 teilen
= 3 x—2y =1 widerspricht GL1
L={}leere Menge

Beispiel 3: Losbar mit unendlich vielen Lésungen D=D,=D =0

x - 2y =-1

2x  + 4y = 2

D= _; _i‘:l-4—((—2)~(—2)):4—4:0

D = ; i‘_—14 2.(-2)|=—4+4=0
‘ : ‘ 2-((-1)(-2))=2-2=0

D=D,=D, =0Beweis: GL2 mit -2 multiplizieren
—2 x+4 y =2 entspricht exakt GL1

1
x+1
y= 2( )
L= x;l—-(x+1)
2

Zu jedem x findet sich im dritten Beispiel ein passendes y. Also unendlich viele Paarchen.
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